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Ozetce — Gozlem giiriiltiisii giic seviyesinin ornekten ornege
degisken oldugu veri toplama ortamindaki parametre kestirim
problemi incelenmektedir. Bu cahsmada giiriiltii siirecine ait
parametrelerin degisimi Markov siire¢ olarak modellenmis ve
Markov siirecin gozlemlenemeyen durum vektorii gizli degisken
olarak Kkestirim problemine eklenmistir. Beklenti-enbiiyiitme yon-
temi ile hem gizli degisken vektorii hem de ilgilendigimiz isaret
yinelemeli olarak kestirilmektedir. Onerilen yontem giiriiltii giic
seviyesinin gozlem toplama siiresi boyunca degistigi, patlamah
giiriiltii ve/veya kesikli isaretin oldugu uygulamalarda isaret
degerini kestirme amaciyla kullamilabilir.

Anahtar Kelimeler—Parametre kestirimi, Gizli Markov model,
Beklenti-enbiiyiitme yontemi, Cramer-Rao suurt.

Abstract—Parameter estimation problem is examined in the
setting where the noise power is allowed to change from sample
to sample. Parameters of the noise source is assumed to be
generated by a Markov chain whose state sequence is not known
by the observation system. Expectation-maximization algorithm
is applied for the estimation of desired parameter with the
inclusion of unknown state vector of the Markov chain realization
as a latent variable. The suggested scheme can be utilized in
applications with bursty noise and/or intermittent signals.

Keywords—Parameter estimation, Hidden Markov models,
Expectation-maximization method, Cramer-Rao bound.

I. Giris

Toplanir giiriiltii altinda parametre kestirimi isaret isleme-
nin temel problemlerinden biridir. Giiriiltli dagiliminin bilin-
digi durumda en biiyiik olabilirlik kestirim yontemi ile isaret
kestirimi yapilabilmekte ve bu kestirim sonucu Cramer-Rao
alt sinir1 gibi basarim smurlartyla kargilastirilarak kestirimei
degerlendirilebilmektedir [1]. Bircok isaret isleme uygulama-
sinda en biiyiik olabilirlik yontemini ger¢eklemek pratik olarak
miimkiin olmadi81 i¢in alternatif yontemler gelistirilmesi ge-
rekmektedir. Bu calismada giiriiltii kaynagi parametrelerinin
gizli Markov modeli uyarinca degistigi varsayilmig ve bu
model altinda kestirim problemi incelenmistir.

Kalman filtreleme islemi parametreleri bilinen, dogrusal
bir sistem vasitasiyla iiretildigi varsayillan Gauss siirece ait
durum vektoriinii bagimsiz toplanir Gauss giiriiltiisii altindaki
gozlemlerden kestirme islemini gerceklestirir, [1, Bolim 13].
Bu iglem Gauss dagilimli giiriiltii altinda Gauss dagilimli
stire¢ kestirimi i¢in ortalama karesel hatayr (OKH) enkiiciilten
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kestirimcidir. Giiriiltii dagilimlarinin Gauss olmamasi duru-
munda ayn islem OKH’y1 enkiiciilten dogrusal kestirimcidir.
Kalman filtreleme isleminin dayandig: klasik varsayimlardan
(ilgilendigimiz Gauss siirecin Gauss dagilimli giiriiltii altinda
gozlenmesi) uzaklagildigi bazi durumlar i¢in benzer eniyileme
ozelliklerine sahip kestirimciler literatiirde bulunmaktadir. Or-
negin,
zk+1] = Azx[k] + Bulk]|
ylkl = ~(k)Czlk] + Dv[K],

modelinde (k) degiskenleri yerine 1 degerinin yazildig: du-
rum klasik Kalman filtreme durumu, (k) degiskeninin {0, 1}
degerlerini rastgele sekilde aldigi durum ise belirsiz gozlem
durumunu olarak adlandirilmaktadir [2]. Modelden goriilecegi
gibi y(k) degiskeninin 0 degerini almasi durumunda y[k] goz-
lemi ilgilendigimiz siire¢ olan z[k]’dan bagimsiz hale gelmekte
ve x[k] min kestirimi i¢in y[k] gozlemi bir bilgi tagimamaktadir.
[2] numarali ¢alismada (k) rastgele degiskenlerinin bagimsiz
tiirdes Bernoulli dagilimli oldugu varsayilmig ve bu varsayim
altinda filtreleme uygulamasi i¢in en iyi dogrusal kestirimci
tiiretilmigtir. Bu ¢aligmanin devam niteliginde olan [3]’te (k)
degiskeninin bagimsiz tiirdes olma kosulunun genisletildigi
durum i¢in eniyi dogrusal kestirici gelistirilmistir. [4]’de ise
kestirim i¢in kiymet tasiyan gozlem toplama olasiligina ait
degerin (y(k) = 1 olayr igin olasilik degeri) kestiricinin
asimptotik basarimina olan etkisi incelenmis ve bu degerinin
belli bir esik degerinin altinda olmasi durumunda hata kovar-
yans degerinin hudutsuz gekilde biiyiidiigi gosterilmistir. Bu
caligsmada daha basit model olan

K] = s+wolk] eger v, =0
= s+wilk] eger v =1

gozlem modeli i¢in kestirim problemi ¢alisilmaktadir. Burada
s ilgilendigimiz rastgele olmayan degigken, wq[k] ve wi[k]
Gauss dagilimli rastgele degiskenler, ~y; ise 2-durumlu Markov
zinciri ile iiretilmig olan {0, 1} degerlerini alan rastgele degis-
kendir. Incelenen problem r[k] gozlemlerinden s parametresi-
nin kestirimidir. Yukarida bahsedilen literatiirden temel fark vy,
degerinin Markov zinciri ile iiretilmis olmasi ve kestirici olarak
enbiiyiik olabilirlik yonteminin kullanilmasidir. Ote yandan
incelenen problem sicramali Markov dogrusal sistemlere ait sii-
re¢ kestirimi probleminin 6zel bir hali olarak degerlendirilebilir
[5]. Sekil 1’de bu 6zel durum gosterilmektedir. Burada [k]
gozlemlerinin farkli zaman dilimlerinde, farkli isaret-giiriiltii-
oran1 (SNR) seviyelerinde toplanma durumu gosterilmektedir.
Algilayict sistem bazi zaman dilimlerinde isaretten bagimsiz

 k={0,1,....K -1}
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r[k] = 2 + noise

SNR =0 SNR =4

SNR =4

Sekil 1: Veri toplama sisteminde patlamali hatalar olmasindan
kaynakl olarak farklt SNR degerlerinde toplanan veriye ait bir
gosterim

sekilde sadece giiriiltii iiretmekte (SNR = 0 durumu), diger
zaman dilimlerinde ise SNR = 4 kosullarinda caligmaktadir.
Algilayict sistemin gozlem toplama anindaki durumu (sag-
likli/sagliksiz ¢calisma durumu) ve bu durumlara ait SNR sevi-
yelerin bilinmedigi gozlem toplama ortaminda isaret kestirimi
(ornekteki s degiskeninin kestirimi) bu ¢aligmanin hedefidir.

II. PROBLEM TANIMI VE ONERILEN COZUM

Elimizde asagidaki isaret toplama modeli ile elde edilmis
olan K adet gozlem verisi olsun:
apS + /Bow[k]v
rk] =
5+ /Blw[k]a

=0 o1, K-1)

ey
Yukarida yer alan s ilgilendigimiz degiskeni, w[k] bagimsiz
tiirdes sifir ortalama ve birim degisinti degerli Gauss dagilimli
giiriiltiiyti, w[k] ~ N(w[k];0,1); iki deger alan ~y, degiskeni
ise veri toplama sisteminin durumunu gostermektedir. Veri top-
lama sisteminin sagliksiz ¢alistif1 vy, = 0 durumunda, isaret-
giiriilti-oran1 SNRy = s2a3 /33, diger durumda ise (saghkl
caligma durumu) SNR; = s%/3? olmaktadir. SNRy < SNR;
oldugu varsayilmigtir.

ifye=1"

Veri toplama sisteminin durum dizisi Sekil 2’de gosterilen
Markov zinciri yapis1 ile modellenmektedir. Bu modelde, 6rne-
gin, k—1 zamaninda saglikli caligan sistemin, bir sonraki anda
saglikli durumda kalma olasitligi Py, = 1|yk—1 = 1) = 711
ile gosterilmektedir. Bu yapida 711 ve moo degerleri 0.5°den
cok daha biiyiik secilerek, sistemin bulundugu durumu koruma
olasiligimin yiiksek olmasi; boylelikle l¢tim hatalarin yiiksek
oldugu bir dizi “kotii” 6rnegin (patlamali giiriiltii) ardindan bir
dizi dogrulugu yiiksek “iyi” drnegin toplandig1 ¢alisma ortami
modellenmektedir. Niimerik bir 6rnek olarak 717 = 0.95 ise
saglikli veri toplama durumu ortalama olarak 1/(1—71) = 20
ornek stirmektedir. Markov zinciri ilk durumu (v degiskeni)
zincirin kalict deger olasilifina sahip bir rastgele degisken
olarak alinmstir, daha farkli olarak da alinabilir.

Incelenen problem denklem (1) ile verilen model altinda s
degiskeninin enbiiyiik olabilirlik yontemi ile kestirimidir. Prob-
lemde sistem durumunu gosteren v rastgele degiskenleri gizli
rastgele degiskenler; {s, ag, By, 01} degiskenleri ise degerleri
bilinmeyen rastgele olmayan diger degiskenlerdir.

P(yr = lyg-1 =1) =my4
Pyk =01y = 1) =myg

P(yx = 1lyg-1 = 0) = mp
P(yx = Olyx—1 = 0) = myg

Durum Gegis
Semasi

Durum Gegis Olasilklar
Sekil 2: Algilayicr sistemin durum gegisleri hakkinda bilgi

Beklenti-Enbiiyiitme Yontemi ile Kestirim: Elimizdeki
gozlemlerin alt alta yazilmasiyla olusturulan K x 1 boyutlu
r vektorii ile ~; degerlerinin benzer sekilde yazilmasiyla
olusturulan <y vektoriiniin (gizli degiskenler vektorii) birlesime
eksiksiz gozlem vektorii adi verilmekte ve x = [r;q] ile
gosterilmektedir. Beklenti-enbiiyiitme yontemi eksiksiz gozlem
vektoriiniin islendigi iki adimdan olugur:

1. (Beklenti) Q(6¥") = E{log(p(r,; 0*™)) | r, 6%}
2. (Enbityiitme) 6¥*" = argmaxgyen Q(6¥™)

Ik adimin birinci agsamasinda eksiksiz gozlem vektoriine
ait log-olabilirlik ifadesi log(p(r,~y; 0¥™)) yazilir. Bu ifadede
gecen 6 degiskeni problemdeki bilinmeyen rastgele olmayan
degiskenleri gostermektedir, = [s ag By B1]. Yazilan log-
olabilirlik ifadesinin gizli degiskenler iizerinden ortalamasi he-
saplanarak veya daha dogru bir ifade ile eksiksiz log-olabilirlik
fonksiyonun 7’ya ait ardil olasilik dagilimi, p(y|r; %%), iize-
rinden beklenti degeri hesaplanarak ilk adim tamamlanir. Bu-
rada dikkat edilmesi gereken onemli bir konu v’ya ait ardil
olasilik dagilimi 6°4 ile gosterilen bilinmeyen 6 vektdriine bir
takim sabit niimerik degerler atandiktan sonra hesaplanmasidir.
Ikinci adimda, birinci adimin giktis1 olan Q(6¥°") fonksiyonu
analitik veya niimerik yontemlerle enbiiyiitiiliir. Ikinci adi-
min sonucu olan 6" degerleri birinci adimda yer alan #°i
degerleri yerine yerlestirilir ve beklenti-enbiiylitme adimlar1
yinelemeli sekilde tekrarlanir. Bircok problemde yodntemin
basarisi 6 vektoriintin ilk secimine hassasiyet gostermektedir.

Beklenti Admm: p(r,v;0) ifadesi p(r,v;0) =
p(r|v;0)p(y) seklinde yazilabilir Bu problemde p(y)
fonksiyonu bilinmeyen parametrelere bagli degildir. Bu
durumda log(p(r,vy;0)) = log(p(r|v;0)) + ¢ olarak
yazilabilir. Son esitlikteki ¢ degeri bilinmeyen parametrelere
bagli olmayan terimleri icermektedir. Beklenti hesabi i¢in ilk
olarak p(r|y;6) ifadesini

K-1
plrly:0) = T N[kl svi + cosvi, B2 + B375) ()
k=0

seklinde yazalim. Burada 77 = 1 — <, seklinde tamm-
lanmistir ve g, 75 degiskenleri sadece 0 ve 1 degerlerini
alan ve birbirlerini tiimleyen degiskenler olarak diisiiniilebilir.
Eksiksiz gézlem vektoriine ait log-olabilirlik ifadesini A(r) =
log(p(r |7;0)) ile gosterirsek, bu ifade

K—1 . .
APy log(Bfk + Aoi)  (r[k] = sy — aosyf)”

2 2(88 v + B575)

k=0

seklinde yazilabilir. Bu esitlikte yer alan = sembolu esitligin
sag tarafinda sonucu etkilemeyen daha once c ile gosterilmig
olan bazi terimlerin yazilmadiginm igaret etmektedir. Beklenti
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adimi1 A(r) ifadesinin p(y|r; 9°) lizerinden beklenti hesabiyla

tamamlanir:
-y log(P8)  (lhL— 9"
Pr 252

k=0
Ho
K-1
log(83)  (r[k] —o0s)?
(1— + (4

Son ifadede yer alan py, gizli degisken v ya ait ardil dagilimin
1 degerini alma olasihgimi gostermektedir, p, = p(yr =
1|7r;6°K). Ardil dagilim hesabi enbiiyiitme adimi sonrasinda
verilecektir.

Enbiiyiitme Adimi: Enbiiyiitme adimi (4)’de verilen ifade-
nin tiirev hesabi ile enbiiyiitiilmesidir. Bu ifadede yer alan ags
carpimui analitik ¢oziimii zorlagtirmaktadir. Algilayici sistemin
kotii galisugi durumdaki SNRy = s?a2/B3 degerinin iyi
caligma kosullarindaki SNR; = s%//3? ¢ok daha kotii olmasi
beklendiginden ags ¢arpimi yerine pi ile gosterilen yeni bir
bagimsiz degisken atanabilir. Boylelikle enbiiyiitme isleme
basitlestirilmis olur ve agagidaki sonuglar elde edilir:

eni  __ 1 r
sy = 7kak zk:pk [k]
4= e 20
: k
(Bay = Mzu—pk)(rw P,
' k
2\yeni  __ 1 r _Seni2
By = kakzk:pk( [k] — s¥m)2. (5)

Ardil Dagilimin Hesabi: Beklenti adimini gergeklestirmek
igin p(y|r, 0°5) dagilimma ihtiyag duyulmaktadir. Ardil da-
gilim Sekil 3’te verilen bilesik olasilik yogunluk fonksiyonu
tizerinden a8 yontemi ile hesaplanabilir [6].

Bu yontemde a(%) = p(y,r[0],...,7[k]), Blyw) =
p(rlk + 1],...,r[K — 1]|v) dagilimlarini gostermektedir.
! fonk51y0nu Ol("}/g) p(’yo) ( [0] | v0; 6°4) ile ilk degeri
belirlendikten sonra ve k& > 1 i¢in yinelemeli olarak
1
p(r[R] [ 6°) > p(vielve—1 = H)a(yr—1)
t=0

aly) =

ile hesaplanir. S-yinelemesi ise B(yx—1) = 1 ilk degeriyle,
2 <k < K — 1 araligindaki azalan k degerleri icin

1

B(v—1) = Y p(r[k] [k =t 60)p(yi = t [ y—1) By = 1)
t=0

ile hesaplanir. Ardil dagilim ise

p(’)/k |,’.; eeski) _ a(’Yk)B(%)

a(yr = 0)B(w =0) + alye =1)B(w = 1)
olur. Gizli Markov yapilarinin temelini olusturan bu hesabin
detaylar1 icin [6] numarali makaleye bakabilirsiniz.
Beklenti-Enbiiyiitme Yontemi icin Baslangic Noktasi:
Beklenti-Enbiiyilitme yonteminde yer alan ardil dagilim hesa-
bini gerceklestirmek icin 6% ile gosterilen parametre deger-
lerine ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu vektoriin ilk degeri Beklenti-
Enbiiyiitme yonteminin basarimi icin ¢ogu problemde kritik

p(vo)

p(rolvo)

Yk-1

Yo Y1 Y2

p(r1lvo) p(r2ly1) P(Vk-11vk-2)

p(r2lv2)

p(rily1) p(rk-11Yk-1)

(0] r[1] (2] r[K —1]

Sekil 3: Bilesik yogunluk fonksiyonuna ait ¢arpan ¢izgesi

onemdedir. Asagida 6 vektoriiniin ilk degerini kestirmek icin
bir yontem verilmektedir.

Ik degeri olusturmak icin veriyi boliitleyerek isaret olan ve
olmayan kisimlar1 ayirmay1 hedefleyen bir yontem onerecegiz.
Yontem Sekil 1°deki 6rnek iizerinden anlatilacaktir. Sekil 1°de
yer alan veriyi

N(T[k] /1'1701)7 CO:0§k<Cl
<
rlk] = N(r[k; p2,03), e1 <k < e ©)
N(T[k} /”'370-3)a C2 < k< Cc3
N(T[kﬁ},u4,a4) C3 S k S Cq4 = K -1

cy, ile gosterilen boliit simirlari, (g, 07) ile gosterilen paramet-
releri olan Gauss dagiliml siire¢ ornekleri olarak diistinelim.
Bu modeldeki parametreleri eldeki veriden enbiiyiik olabilirlik
yontemi ile kestirerek hem bilinmeyen {p, 07} parametreleri
hem de boliit sinirlart igin kestirimler elde edebiliriz. Bilinme-
yen {ux, 0%} parametreleri icin en biiyiik olabilirlik kestirimi
yapilir ve olabilirlik fonksiyonuna kestirim degerleri yerles-
tirince, enyiiksek olabilirlik degerli boliit sinirlart belirleme
problemi [c1, c2, c3] = argming, ¢, ¢, J(c1,c2,¢3)

4

Z(Cl —¢;1)log(a?(r(ci—1 : ¢ — 1))

=1

J(c1,c2,03) =

olur. Son ifadedeki o?(r(c;—1 : ¢; — 1)) fonksiyonu [ numa-
rali bolute ait yanh degiginti kestirimidir, 02( (ci—1 : cl —

1)):Cz —ci— 1Zk ci— 1(rk7'uk) 'uk_cz Cz 1Zk Ci—1
J(c1, ¢, c3) fonksiyonunun enkiigiiltiilmesi iglemini dmamlk
programlama ile verimli gekilde gerceklemek miimkiindiir.
Verimli gergeklemenin detaylar1 icin [7]’ye bakabilirsiniz.

Yukarida verilen boliitleme islemini gerceklestirmek igin
boliit sayisina ihtiya¢ duyulmaktadir. Boliit sayist kestirimi
icin model derecesi secimi yontemlerinden Bayesci bilgi kriteri
(BIC - Bayesian information criterion) kullanilabilir [8]:

BIC(d) =—2log ( max p(r;ﬁn,&\i,cn)> + (3d —1)log N.

ji, 0 .cn

Burada d boliit sayisim gostermektedir. BIC(d) degerini en-
kiiciilten boliit sayis1 bilgi kriteri secim sonucudur. BIC(d)
ifadesinde yer alan enbiiyiik olabilirlik degeri daha 6nceden
bahsedilen ve [7]’de detaylar1 verilen dinamik programlama
ile verimli sekilde hesaplanabilir. BIC(d) ifadesinde yer alan
3d — 1 faktorii d adet boliit igin modeldeki toplam bilinmeyen
sayisidir [8].

Boliitleme islemi tamamlandiktan sonra gdzlem vektoriiniin
boliitler igerisindeki ortalama degeri ve degisinti degerleri
hesaplanir. Bulunan ortalama degerler ayni boéliitleme iglemi
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@y =0, @, =3.16, f; =10, ff =1, SNR, = 0, SNR, = 10
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k

Sekil 4: Deney kosullar altinda gdzlemlenen bir kosum ornegi

ile 2 gruba ayrlir. Yiiksek ortalamali boliitlerdeki 6rneklerin
saglikli calisma durumunda (7 = 1) toplandig1 varsayilir ve
bu orneklere p, = 1, diger orneklere p;, = 0 atamasi yapilir
ve denklem (5)’de yer alan ifadeler kullamlarak s, po, 82, 37
parametrelerinin ilk degerleri elde edilir [7].

III. BENZETIiM SONUCLARI

Algilayic sisteminin saglikhi ¢alisma kogullarinda r[k]
s + wy, wy ~ N(0,1) modeliyle, diger durumunda ise
r[k] = wo, wo ~ N(0,10) modeliyle veri topladig1 varsayilsin.
Bu durumda ilgilendigimiz isaret s sistemin kotii caligma
durumunda goézlemleri etkilememektedir. (Bu senaryo (1)’de
ag = 0, By = V10, b1 = 1 secimine denk gelmektedir.)
Algilayict sistemin iyi/kotii calisma durumlar arasindaki gecis
olasilig1 mp; = w9 = 0.1 olarak, sistemin ilk durumu (vq)
ise esit olasilikli sekilde iyi/koti durumlarindan biri olarak
secilsin. Toplam K = 100 adet ornek toplandig1 varsayilsin.

Sekil 4’de incelenen SNR; = 10 durumunda elde edilen
bir kosum gosterilmektedir (s vSNR;). Sekil 4’lin iist
kismindaki grafikte mavi ve kahverengi cizgiler sirasiyla goz-
lemleri ve ilgilendigimiz isareti gostermektedir. Bazi zaman
dilimlerinde isaret goézlemlenememektedir (kesikli isaret du-
rumu). Ayrica isaretin gézlemlenemedigi durumlarda giiriiltii
degisintisi 10 kat artmaktadir (patlamah giiriiltii). Ust gra-
fikte verinin dinamik programlama ile boliitlenmesi sonucunda
elde edilen boliit sinirlar1 gosterilmektedir. Dinamik programla
ile hesaplanan bilinmeyen parametrelerin beklenti-enbiiyiitme
yontemi ile iglenmesinden sonra elde edilen algilayict sistem
durum kestirimi Sekil 4’tin ikinci parcasinda verilmektedir.
Bu deneyde eldeki 100 ornekten 17 tanesine ait durumun
yanlis kestirildigi goriilmektedir. Hatali kestirimler ¢ogunlukla
isaretin kisa siireli olarak goziiktiigii zaman dilimlerine aittir.

Sekil 5°de sistemin saglikli calisma durumuna ait farkli
SNR; degerleri icin Onerilen yontemin kok ortalama karesel
hata (KOKH) degeri gosterilmistir. Sekilde onerilen yontemin
ilk agsamasi1 olarak diisiiniilebilecek olan dinamik programlama
temelli boliitleme yonteminin kestirim basarisi, gizli degisken-

a, =0, o, =sqrt(SNR,), ﬂg =10, 4% =1, SNR =0

0.7 w w
0.6
0.5
0.4 )
0.3

—©—DP ile bolitleme
0.2 [|—>¢— Onerilen yéntem ]

’ Kahin kestirimi
——HCRB B
s = 4
0-1 1 1 1 1
0 5 10 15 20
SNF%1 (dB)

Sekil 5: Kestirim dogrulugu kargsilagtirmasi

lere ait durum vektoriinii hatasiz sekilde bilen kahin kestirim-
cisinin bagarist ve bagarim alt sinir1 olarak hibrit Cramer-Rao
sinirt (HCRB - Hybrid Cramer Rao Bound) verilmektedir. So-
nuglar beklenti-enbiiyiitme yinelemelerinin parametre kestirim
dogrulugunu onemli Olciide artirdigi gostermektedir.

IV. SonNuc

Bu caligmada klasik yaklasima gore daha karmagik yapili
bir giiriiltii modeli altinda parametre kestirim problemi incelen-
mektedir. Verilen yontem giiriiltiiniin patlamali, isaretin kesikli
oldugu durumlarin tekil veya beraber olarak yasandig1 (benze-
tim sonuglar1 kismindaki 6rnekte oldugu gibi) uygulamalarda
kullanilabilir. Yontem, isarete ait gozlemleri iireten algilayict
sistemin kesikli olarak yaganan girisim etkilerinden dolay1
hatali sonuclar iiretebildigi uygulamalar icin gelistirilmistir.
Yontemin bagarimi bulut tizerinde bulunan, kullanima hazir
MATLAB kodlar1 caligtirilarak incelenebilir [7].
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